О ВЛИЯНИИ РЕАКТИВНОЙ СИЛЫ НА СКОРОСТЬ ПОЛЕТА

ИСПАРЯЮЩИХСЯ КАПЕЛЬ РАСПЫЛЕННЫХ ОГНЕТУШАЩИХ

ВЕЩЕСТВ by Ольшанский, В.П. & Ольшанский, С.В.
Коммунальное хозяйство городов 
 
 
397
жливість  компенсувати неточності розточування  блоку, виготовлення 
та заміни  уставок. При  роботі  блоків, оснащених ними, строк служби 
їх  необмежений. Довговічність сталевих канатів на футерованих полі-
мерними матеріалами блоках збільшується в 2,0-2,5 рази порівняно з 
нефутерованими. 
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О ВЛИЯНИИ РЕАКТИВНОЙ СИЛЫ НА СКОРОСТЬ ПОЛЕТА 
ИСПАРЯЮЩИХСЯ КАПЕЛЬ РАСПЫЛЕННЫХ ОГНЕТУШАЩИХ 
ВЕЩЕСТВ 
 
С помощью функций Бесселя построено точное аналитическое решение уравнения 
вертикального падения испаряющейся шаровидной капли с учётом реактивной силы. 
Исследовано влияние реактивной силы на скорость движения частицы в газовой среде. 
 
При тушении пожаров жидкими распыленными огнетушащими 
веществами приходится учитывать испарение капель во время движе-
ния в высокотемпературной газовой среде. Исследование влияния ис-
парения на скорость и дальность полёта капель диспергированных ог-
нетушащих веществ приводилось в работах [1, 2] без учёта реактивной 
силы, вызванной изменением массы частицы. В работах [3-5] состав-
лены уравнения баллистики сферической капли, радиус которой 
уменьшается пропорционально времени движения частицы с учётом 
реактивной силы. Однако, в указанных публикациях не построено точ-
ных аналитических решений этих уравнений. Их авторы ограничились 
приближённым анализом. Поэтому целью данной работы является по-
строение точного аналитического решения уравнения вертикального 
падения капли с заданной начальной скоростью в предположении, что 
убывание её радиуса за счёт испарения является линейной функцией 
времени, а реактивная сила пропорциональна скорости падения части-
цы. В цель исследования входит также анализ влияния реактивной си-
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лы на скорость полёта капли. Выбранный вариант движения частицы 
соответствует вертикальной подаче вниз огнетушащей жидкости уста-
новкой импульсного пожаротушения [3].            
 Как и в работах [1-4], предполагаем, что аэродинамическая сила 
сопротивления cF  пропорциональна площади сечения шаровидной 
капли и квадрату скорости её падения υ , т.е. 
2 2
  cF k rpi υ= .                                         (1) 
Здесь k  – постоянный коэффициент, зависящий от параметров газо-
вой среды; r  –  радиус частицы, который уменьшается во времени по 
линейному закону 
( ) 0r r t r tγ= = − .                                      (2) 
В выражении (2) ( )0 0r r=  – начальное значение радиуса в мо-
мент истечения (старта) частицы; 0γ >  – коэффициент, характери-
зующий скорость уменьшения r , так что полное испарение капли 
происходит за время 
1 0 /t r γ= , 
чем ограничена продолжительность её полёта. 
Следуя публикациям [3-5], реактивную силу рF   считаем про-
порциональной скорости падения капли и производной 
dM
dt
, где  
( )M M t=  – масса капли, что для сферической частицы постоянной 
плотности ρ , у которой 
34
3
M rpi ρ= ; 24dM drr
dt dt
pi ρ= , 
сводится к формуле 
24p
drF r
dt
pi ρµυ= .                                 (3) 
Здесь 0 1µ≤ ≤  – поправка на то, что при всестороннем испарении 
капли только часть отделяющейся от неё массы идёт на создание реак-
тивной силы.  
В работах [3-5] принималось 1µ = , а в работах [1, 2] – 0µ = . 
Таким образом для определения скорости падения ( )tυ υ=  при-
ходится решать дифференциальное уравнение 
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p c
dM F F Mg
dt
υ ± + = .                              (4) 
Здесь g  – ускорение свободного падения; знак “+” перед pF  соответ-
ствует случаю, когда реактивная сила ускоряет движение, а “-” – когда 
замедляет его. 
С учётом выражений (1) и (3) дифференциальное уравнение (4) 
принимает вид: 
23 3
4
d dr k g
dt r dt r
υ µ
υ υ
ρ
± + = .                     (5) 
Заменив t  переменной r  по формулам: 
dr
dt
γ= − ;  d d dr d
dt dr dt dr
υ υ υγ= = − , 
уравнение (5) преобразуем к новой переменной 
20
0
3d g
dr r r
αυ µ
υ υ± − = − .                               (6) 
Здесь 0
3
4
k
α
ργ
= ; 0
gg
γ
= . 
Уравнение (6) будем решать при начальном условии 
( )0 0rυ υ= .                                         (7) 
Аналитическое решение задачи Коши для ускоряющей реактив-
ной силы. Решим уравнение (6) при знаке “+” перед 3µ . С этой целью 
выразим искомую скорость через вспомогательную функцию ( )w r  и 
её производную по формуле [2] 
0
dw
r dr
w
υ
α
= − .                                       (8) 
Подставив (8) в (6), приходим к линейному уравнению второго 
порядка 
2
0 0
2
1 3 0gd w dw w
dr r dr r
αµ+
+ − = . 
Общим его решением является выражение 
 
( ) ( ) ( )1 2w r c I c Kν ν ντ τ τ−=  +   ,                           (9) 
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в котором 3ν µ= ; 0 02 g rτ α= ; 1 2,c c  – произвольные постоянные; 
( )Iν τ  и ( )Kν τ  – модифицированная функция Бесселя и Макдональ-
да индекса ν . 
Используя известные формулы дифференцирования цилиндриче-
ских функций [6] 
( ) ( )1d I Id
ν ν
ν ντ τ τ ττ
− −
+
  =  ; ( ) ( )1d K Kd
ν ν
ν ντ τ τ ττ
− −
+
  = −  , 
после подстановки решения (9) в выражение (8), получаем 
 
( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1
02
K cI
K cI
ν ν
ν ν
τ ττ
υ τ
α τ τ
+ +−
=
+
.                         (10) 
Произвольную постоянную 11 2c c c
−
=  находим с учётом начально-
го условия (7). Она принимает значение 
( ) ( )
( ) ( )
0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
2
2
K K
c
I I
ν ν
ν ν
τ τ α υ τ
τ τ α υ τ
+
+
−
=
+
,                       (11) 
где  0 0 0 02 g rτ α= . 
Таким образом, точное аналитическое решение задачи об измене-
нии скорости вертикального падения испаряющейся капли выражается 
с помощью функций Бесселя, индекс которых находится в промежутке 
[ ]0; 3ν ∈  и зависит от коэффициента µ . 
Если в формулах (10) и (11) положить 0ν = , то получим реше-
ние задачи баллистики без учёта реактивной силы, которое опублико-
вано в работах [2, 7] 
Для целых значений 0; 1; 2; 3ν =  расчёт скорости падения капли 
можно проводить с помощью рекуррентных соотношений и таблиц 
цилиндрических функций [8, 9]. 
Существует также три значения индекса :ν  1/2; 3/2; 5/2, для ко-
торых рассматриваемая задача Коши решается в элементарных функ-
циях и расчёт ( )υ τ  сводится к вычислению экспоненциальной и ги-
перболических функций, через которые выражаются функции Бесселя 
полуцелого индекса. 
Решение (10) позволяет найти предельное значение скорости кап- 
ли  при  0 /t r γ→ .  В этом  случае аргумент  0τ →  и  для  него  при  
Коммунальное хозяйство городов 
 
 
401
0ν >  имеют место оценки [8] 
( ) ( )( )
/ 2
~
1
I
ν
ν
τ
τ
νΓ +
;  ( ) ( ) 2~
2
K
ν
ν
ν
τ
τ
Γ  
 
 
.                       (12) 
В выражениях (12) ( )νΓ  – гамма-функция. 
Заменив в (10) цилиндрические функции их асимптотическими 
приближениями (12), с учётом того, что ( ) ( )1ν ν νΓ + = Γ , получаем 
( )
0
0 0
3limа
τ
ν µ
υ υ τ
α α→
= = = .                               (13) 
Граничное значение скорости падения капли без учёта реактив-
ной силы равно нулю, а с учётом её оно максимально при 1µ = . Мак-
симальное значение равно 
0max 3/aυ α= . 
Компактное выражение (13) удобно использовать для идентифи-
кации значения коэффициента µ , путём измерения скорости аυ . 
В пожаротушении встречаются случаи, когда мелкие капли исте-
кают с большой начальной скоростью из установки импульсного по-
жаротушения [3]. В таких условиях сила тяжести капли оказывается 
гораздо меньшей других сил, действующих на частицу. Это позволят 
вместо точного решения (10) использовать приближённое решение, 
которое легко получить, приняв в (10) 0g = . Такое упрощение даёт 
 
( )
0 0
0 0
r
r
r
ν
ν
υ
ν
α α
υ
≈
  
+ −  
  
.                       (14) 
Из него также следует формула (13) для граничного значения 
скорости при  0r → . 
Заметим, что изложенный подход к построению приближённого 
решения задачи Коши применялся ранее в работе [3]. Он достаточно 
точен в условиях сочетания больших значений 0υ  с малыми значе-
ниями 0r . 
Исследуем влияние ускоряющей реактивной силы на скорость 
движения тела.  Для этого примем следующие исходные данные: 
3
0 10r
−
=  м; 310k −=
 
кг/м3; 410γ −=  с-1; 1000ρ =  кг/ м3. Их, а также 
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0 40υ = м/с, подставляем в формулы (10) и (11). Полученные зависи-
мости ( )tυ  для трёх значений µ  представлены графически на  рис.1. 
 
 
Рис.1 – Зависимости скорости от времени при разных µ   
 
На рис.1 цифрами 1,2,3 обозначены кривые, соответствующие ко-
эффициенту 2 2 210 ; 4 10 ; 8 10µ − − −= ⋅ ⋅ . Видно, что при существенном 
возрастании реактивной силы значительно возрастает скорость движе-
ния капли, особенно её максимум.  
Сравним поведение точного решения (10) с асимптотическим (14) 
при высокоскоростном истечении капли. Для этого примем прежние 
исходные данные и 0 120υ = м/с; 
24 10µ −= ⋅ . Графики ( )tυ  пред-
ставлены на рис.2. Они не имеют экстремумов, т.е. являются монотон- 
но убывающими. 
На рис.2 цифрой 1 обозначена кривая, полученная по формуле 
(10), а цифрой 2 – по формуле (14). Результаты расчётов подтверждают 
то, что при 0 /t r γ→  аналитическое решение сближается с асимпто-
тическим решением, полученным при 0g = . На интервале движения, 
когда капля практически испарилась, сила гравитации слабо влияет на 
её падение.    
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Рис.2 – Зависимости скорости от времени, полученные различными способами 
 
Аналитическое решение задачи Коши для тормозящей реактив-
ной силы. В этом случае подстановка выражения (8) в (6) приводит к 
дифференциальному уравнению 
2
0 0
2
1 3 0gd w dw w
dr r dr r
αµ−
+ − =
 
 с общим решением 
( ) ( ) ( )1 2w r c I c Kν ν ντ τ τ=  +   ,                          (15) 
где, как прежде, 3ν µ= . 
Используя известные формулы дифференцирования [6] 
( ) ( )1d I Id
ν ν
ν ντ τ τ ττ −
  =  ; ( ) ( )1d K Kd
ν ν
ν ντ τ τ ττ −
  = −  , 
с помощью (8) и (15) получаем 
( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1
02
K cI
K cI
ν ν
ν ν
τ ττ
υ τ
α τ τ
− −
−
=
+
.                           (16) 
Начальное условие (7) выполняется, когда 
( ) ( )
( ) ( )
0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
2
2
K K
c
I I
ν ν
ν ν
τ τ α υ τ
τ τ α υ τ
−
−
−
=
+
.                           (17) 
Формулы (16) и (17) позволяют проводить расчёт скорости паде-
ния капли для целых и полуцелых значений ν  с помощью таблиц спе- 
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циальных и элементарных функций. 
Тормозящая реактивная сила меняет характер асимптотики ско-
рости ( )υ τ  при малых τ  по  сравнению с ускоряющей силой. Под-
ставив асимптотические приближения (12) в (16), находим, что 
( )
0
lim 0а
τ
υ υ τ
→
= = ,    независимо от 0υ . 
При малых 0r , но больших 0υ , точное решение (16) можно заме-
нить приближённым компактным выражением 
( )
0
0 0
0
r
r
r
ν
ν
υ
ν
α α
υ
≈
  
+ −  
  
,                            (18) 
отбросив силу гравитации в уравнении (4). Формула (18) даёт то же 
граничное значение скорости 0аυ = , что и точное решение (16). 
Исследуем влияние тормозящей реактивной силы на скорость 
движения капли.  Для этого примем такие исходные данные: 30 10r
−
=  
м; 310k −=
 
кг/м3; 410γ −=  с-1; 0 40υ = м/с; 1000ρ =  кг/ м3. Их будем 
подставлять в формулы (16) и (17). 
Цифрами 1,2,3 на рис.3 обозначены полученные с                      
помощью (16) и (17) кривые, соответствующие коэффициенту 
2 2 210 ; 4 10 ; 8 10µ − − −= ⋅ ⋅ . Сравнивая графики на рис.1 и 3, видно, что 
при тормозящей реактивной силе, капля летит со значительно мень-
шей скоростью. Увеличение ускоряющей реактивной силы смещает 
положение максимума скорости по временной координате вправо, а 
увеличение тормозящей реактивной силы – смещает его влево.     
На рис.4 цифрой 1 обозначена кривая, полученная по формуле 
(16), а цифрой 2 – по формуле (18), при 0 120υ = м/с; 24 10µ −= ⋅ . Ре-
зультаты расчётов подтверждают ранее отмеченный факт сближения  
значений скорости, полученных при 0 /t r γ→  с помощью точного и 
асимптотического решений. 
Введением новой переменной в дифференциальные уравнения 
падения капли, радиус которой убывает по линейному закону, их уда-
лось свести к специальному уравнению Риккати, решение которого 
выражается в функциях Бесселя. Решения получены для ускоряющей и 
замедляющей реактивной силы. Увеличение ускоряющей реактивной 
силы смещает максимум скорости падения капли по временной оси 
вправо, а увеличение тормозящей реактивной силы смещает этот мак-
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симум влево. Результаты расчётов показывают, что при высокоскоро-
стном истечении испаряющейся капли, в конце времени её существо-
вания, точное аналитическое решение сближается с асимптотическим 
решением, полученным без учёта гравитации. 
 
 
Рис.3 – Зависимости скорости от времени при разных µ
 
 
 
Рис.4 – Зависимости скорости от времени при разных µ  
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РЕШЕНИЕ ВОПРОСОВ БЕЗОПАСНОСТИ ЖИЗНЕДЕЯТЕЛЬНОСТИ 
ПРИ ИСПОЛЬЗОВАНИИ ТОПЛИВ В АВТОМОБИЛЬНЫХ  
ДВИГАТЕЛЯХ ВНУТРЕННЕГО СГОРАНИЯ 
 
Рассматривается негативное воздействие применяемых видов топлив в двигателях 
внутреннего сгорания на состояние безопасности жизнедеятельности. Предлагаются 
меры по снижению указанного воздействия путем усовершенствования топлив. 
 
Топливно-энергетический комплекс и транспорт являются основ-
ными источниками антропогенного воздействия на жизненную среду. 
Ежегодно в мире производят 40-45 млн. автомобилей, из них свыше 
25% – грузовые автомобили и автобусы. Автомобильный парк Украи-
ны в 2007 г. уже насчитывал 8 млн. ед., в том числе легковых автомо-
билей – 6,5 млн. ед. Транспортные средства – это мощные потребители 
нефтяных топлив и нефтепродуктов. Годовая добыча сырой нефти в 
мире сегодня составляет свыше 27505 млн. баррелей, из них потребля-
ется около 27400 млн. баррелей. В Украине годовая добыча нефти со-
ставляет около 32 млн. баррелей, в то время как потребление составля-
ет 106 млн. баррелей. В странах Западной Европы на протяжении года 
автомобильным транспортом расходуется около 30% нефтепродуктов, 
в США и Канаде – 52-55%, в Японии – более 20%. На автомобильном 
